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O harmonijskom redu i njegovim dijelovima
Dino Sejdinovic´∗, Irma Tanovic´†
Sazˇetak. U teoriji redova realnih brojeva, harmonijski red sluzˇi kao
jedan od najjednostavnijih i najilustrativnijih primjera pri razmatranju
problema konvergencije beskonacˇnog reda. Divergencija ovog reda, uspr-
kos cˇinjenici da mu opc´i cˇlan tezˇi nuli, dovodi nas do pitanja: “Ukla-
njanjem kojih cˇlanova harmonijskog reda novodobijeni red postaje kon-
vergentan?”. Ovdje razmatramo konvergenciju poopc´enog harmonijskog
reda, sume po svim prostim brojevima, te konvergenciju Kempnerovih
redova.
Kljucˇne rijecˇi: beskonacˇni red, harmonijski red, konvergencija
On harmonic series and it’s parts
Abstract. In the theory of series of real numbers, the harmonic
series serves as one of the simplest and the most illustrative examples
when studying the problem of the convergence of infinite series. Diver-
gence of this series, despite the fact that its general term tends to zero,
leads us to the question: “Which terms of the harmonic series should
be removed such that the resulting series is convergent?”. We consider
convergence of the generalized harmonic series, sum of the reciprocals of
the primes, and the convergence of Kempner series.
Key words: infinite series, harmonic series, convergence
1. Uvod
Pojam reda realnih brojeva se prirodno uvodi kao suma svih cˇlanova nekog niza
realnih brojeva. Ukoliko je niz realnih brojeva konacˇan, tada je odgovarajuc´i red
jednoznacˇno definiran konacˇan broj. No, moguc´e je razmatrati i red koji odgovara
beskonacˇnom nizu realnih brojeva, koji takod¯er mozˇe dati jednoznacˇno definiran




, n ∈ N, (1)
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+ . . . (2)
ostati ogranicˇena nekim konacˇnim brojem ili c´e postati proizvoljno velika nakon
sˇto se sumira dovoljan broj cˇlanova reda (sumanada). Gore navedenu sumu je lako
i graficˇki predocˇiti. Promatrajmo duzˇinu duljine 2 s markiranim uzastopnim seg-




itd. Uvijek ostaje prostora da se markira sljedec´i segment
jer je josˇ uvijek na raspolaganju upravo ona duzˇina koja je prethodno markirana:
kada markiramo 14 , ostaje nam duzˇina duljine
1
4 , te je svakako moguc´e markirati
duzˇinu duljine 18 . Na ovaj nacˇin nismo pokazali da je suma (2) jednaka 2, ali u
svakom slucˇaju vidimo da nikada nec´e prec´i 2, bez obzira koliko sumanada zbrojili.
Da bismo mogli ustvrditi cˇemu je suma (2) jednaka, potrebno je formalno definirati








8 · · ·
Slika 1: Suma beskonacˇno mnogo brojeva mozˇe ostati konacˇna
Suma beskonacˇnog reda realnih brojeva se definira kao granicˇna vrijednost niza
njegovih parcijalnih suma. Naime, neka je dan niz {an}∞n=1. Tada parcijalne sume
Sk =
∑k
n=1 an formiraju novi niz {Sk}∞k=1. Ukoliko Sk tezˇi konacˇnoj velicˇini kada
k →∞, tada kazˇemo da red
∞∑
n=1
an = a1 + a2 + a3 + . . . (3)







Jedan od najjednostavnijih beskonacˇnih redova realnih brojeva je geometrijski red
dan sa ∞∑
n=1
aqn−1, q 6= 1, (5)
pri cˇemu se q naziva kvocijentom reda. S obzirom da je parcijalne sume geometri-





1− q , (6)
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2n−1 je primjer geometrijskog reda za a = 1 i q =
1
2










Iz prethodnog razmatranja mozˇe se zakljucˇiti da je nuzˇan uvjet za konvergenciju
reda taj da mu opc´i cˇlan tezˇi nuli, tj. da sumandi reda postaju proizvoljno mali i da
na taj nacˇin omoguc´e da se beskonacˇna suma ipak okoncˇa na nekoj konacˇnoj velicˇini.
No ovo nije i dovoljno za konvergenciju reda, tj.moguc´e je nac´i takav red gdje
sumandi postaju proizvoljnomali a da pritom ipak suma raste u beskonacˇnost. Malo
koji red mozˇe posluzˇiti kao bolji kontraprimjer od harmonijskog reda, definiranog s∑∞
n=1
1
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Dokaz. Promatrajmo parcijalnu sumu H2k. Imamo
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Dakle, parcijalne sume harmonijskog reda postaju vec´e od 1 + k
2
, za proizvoljno k,
pa harmonijski red divergira.
2
Ovaj elegantan dokaz divergencije harmonijskog reda pripisuje se srednjevjekovnom
filozofu Nicoleu Oresmeu (1323. - 1382.) te se smatra jednim od najviˇsih dostignuc´a
srednjovjekovne matematike. Veliki broj dokaza ove tvrdnje zainteresirani cˇitalac
mozˇe nac´i u ([6]).




n naziva se k-tim harmonijskim
brojem. Iako raste u beskonacˇnost, harmonijski broj se povec´ava izuzetno sporo,
pa je tako prvi harmonijski broj vec´i od 100 suma prvih
15092688622113788323693563264538101449859497≈ 1043
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cˇlanova harmonijskog reda. Ovaj rezultat, izlozˇen u ([7]), svakako nije postignut
direktnim sumiranjem, vec´ odgovarajuc´im transformacijama.
Sˇvicarski matematicˇar Leonhard Euler (1707.-1783.) je prvi pokazao da Hk
raste priblizˇno kao prirodni logaritam lnk. Naime, vrijedi slijedec´i teorem.





Hk − lnk − γ → 0 kada k→∞, (10)
pri cˇemu je γ = 0.57721566... konstanta.
Misteriozna Eulerova konstanta γ (ponekad poznata i pod imenom konstanta
Euler-Mascheroni), uz pi i e jedna je od najvazˇnijih matematicˇkih konstanti i, s
obzirom na njeno pojavljivanje u razlicˇitim oblastimamatematike, dio je matematicˇkog
folklora. Zainteresirani cˇitatelj se upuc´uje na knjigu ([2]), posvec´enu Eulerovoj kon-
stanti.
4. Poopc´eni harmonijski red
Divergencija reda realnih brojeva je koncept koji mnogima mozˇe prouzrokovati
glavobolju. Naime, kada red divergira, moguc´e je izbaciti proizvoljno veliki konacˇan
broj cˇlanova, pa i onih najvec´ih - preostali cˇlanovi c´e i dalje formirati divergentan
red. Sˇtoviˇse, moguc´e je izbaciti i beskonacˇan broj cˇlanova pod uvjetom da oni





, s ∈ R, (11)
koji se naziva poopc´enim harmonijskim redom i daje harmonijski red za s = 1. Da
ovaj red konvergira ako i samo ako je s > 1 temeljni je rezultat teorije redova realnih
brojeva. Navest c´emo jedan jednostavan dokaz ove tvrdnje iz klasicˇnog udzˇbenika
([1]), koji se oslanja na sljedec´u lemu.
Lema 1. (Cauchy) Neka je a1 ≥ a2 ≥ a3 ≥ · · · ≥ 0. Red
∑∞
n=1 an konvergira
ako i samo ako konvergira red
∞∑
k=0
2ka2k = a1 + 2a2 + 4a4 + 8a8 + · · ·
Dokaz. Iz niza nejednakosti:
a2 ≤ a2 ≤ a1
2a4 ≤ a3 + a4 ≤ 2a2
4a8 ≤ a5 + a6 + a7 + a8 ≤ 4a4
...




(Bn − a1) ≤ A2n+1 − a1 ≤ Bn, (12)















ns konvergira ako i samo ako je s > 1.
















No, posljednji red je geometrijski red sa kvocijentom q = 21−s, pa je konvergentan
ako i samo ako je q < 1, tj. s > 1.
2
Vrijednosti kojima ovi redovi konvergiraju za cjelobrojne vrijednosti s su posebno
interesantne. Za parne vrijednosti od s u sumi reda javlja se konstanta pi, dok za
neparne vrijednosti s nije poznata eksplicitna formula izrazˇena preko drugih poz-
natih matematicˇkih konstanti. Tablica 4. prikazuje nekoliko prvih suma poopc´enog




ns u kompleksnoj varijabli s naziva
se Riemannovom zeta funkcijom ζ(s). Ova funkcija zauzima izuzetno vazˇnu ulogu



























Tablica 1: Sume poopc´enih harmonijskih redova
Dakle, sˇto mozˇemo zakljucˇiti iz konvergencije poopc´enog harmonijskog reda za





, za s = 2, 3, 4... su konvergentni, pa iz harmoni-
jskog reda mozˇemo ukloniti sve cˇlanove oblika 1m , pri cˇemu je m potpuni kvadrat,
kub ili bilo koji drugi stupanj nekog prirodnog broja, a da preostali red i dalje diver-
gira. Naredno poglavlje ide korak dalje i omoguc´ava nam da uklonimo sve cˇlanove
koji odgovaraju slozˇenim brojevima.
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5. Suma po prostim brojevima
Euler je prvi otkrio duboku vezu izmed¯u (poopc´enog) harmonijskog reda i prostih
brojeva. U dokazu Teorema 2, on je koristio jednu interesantnu jednakost koja













pri cˇemu se produkt na desnoj strani uzima po svim prostim brojevima p. Jednakost
vrijedi za sve s > 1, dok je za s = 1 treba shvatiti uvjetno jer su obje strane
beskonacˇne. Na osnovi Eulerovog identiteta, jednostavno se mozˇe zakljucˇiti i da
red reciprocˇnih vrijednosti prostih brojeva divergira. Ovo je nesˇto jacˇi rezultat
od klasicˇnog Euklidovog dokaza o postojanju beskonacˇno mnogo prostih brojeva.
No, mi c´emo ovdje navesti vrlo elegantan dokaz ove tvrdnje, koji je izveo mad¯arski


























Neka sada za svako x > 0, Nj(x) predstavlja broj prirodnih brojeva n ≤ x koji nisu
djeljivi ni jednim prostim brojem p > pj . Svaki takav broj n mozˇemo predstaviti u
obliku
n = n21m, (15)
gdje je m kvadratno slobodan, tj. nije djeljiv s kvadratom niti jednog prostog broja.
To znacˇi da je
m = 2b13b25b3 · · ·pbjj , (16)
pri cˇemu je bi ∈ {0, 1}, za i = 1, 2, . . ., j. To znacˇi da u (15) imamo najviˇse 2j




S druge strane, brojeva n ≤ x djeljivih sa bilo kojim prostim brojem p je najviˇse
x
p . To znacˇi da x − Nj(x), broj onih brojeva n ≤ x djeljivih sa makar jednim od













Slijedi da za sve x, j vrijedi da je
x
2
< Nj(x) ≤ 2j
√
x, (19)
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U duhu prethodnih razmatranja dijelova harmonijskog reda koji konvergiraju, odnosno
divergiraju, dolazimo do jednog interesantnog rezultata A. J. Kempnera iz 1914. go-
dine objavljenog u radu ([4]). Kempner je razmatrao red dobijen brisanjem svih
cˇlanova harmonijskog reda cˇiji nazivnik u decimalnom zapisu ima odred¯enu zna-
menku. Ovakvih redova je naravno deset i pri tome svaki od njih odgovara jednoj
od znamenki decimalnog zapisa 0, 1, 2, . . ., 9. Tako je, primjerice, Kempnerov red

























+ · · · (20)
Sˇta mozˇemo rec´i o konvergenciji ovog reda? Primijetimo najprije da brojeva s k
znamenki koji ne sadrzˇe znamenku 1 ima 8 · 9k−1, jer imamo 8 moguc´ih izbora za
prvu znamenku i 9 za sve ostale (inacˇe nam je na raspolaganju 10 znamenki s tim
sˇto 0 ne mozˇe biti vodec´a znamenka). Dalje, najvec´a reciprocˇna vrijednost broja sa
k znamenki je 1
10k−1 . Na taj nacˇin red (20) mozˇemo ogranicˇiti odozgo sa redom
8 · 1 + 8 · 9 · 1
10
+ 8 · 92 · 1
102
+ 8 · 93 · 1
103










)3 + · · · )
No, red u zagradi je geometrijski sa kvocijentom 910 , pa je konvergentan. Za-











)3 + · · · ) = 8( 1
1− 9/10) = 80. (22)
Za Kempnerove redove koji odgovaraju znamenkama 2, 3, . . . , 9 na istovjetan nacˇin
pokazujemo da su konvergentni i da im je suma manja od 80. Za Kempnerov red
koji odgovara znamenki 0 potrebno je izvrsˇiti sitnu izmjenu u dokazu kako brojeva
sa k znamenki koji ne sadrzˇe znamenku 0 ima 9k, po 9 izbora za svaku od znamenki.
Na taj nacˇin se pokazuje da je suma Kempnerovog reda koji odgovara znamenki 0
manja od 90.
Na prvi pogled ovaj rezultat mozˇe djelovati kontraintuitivno, jer nam se cˇini da
nismo izbacili toliko znacˇajan dio cˇlanova zabranivsˇi samo jednu znamenku deci-
malnog zapisa. Moglo bi se i brzopleto zakljucˇiti da smo izbacili samo oko desetinu
cˇlanova harmonijskog reda. No mi smo zapravo izbrisali ovim postupkom asimp-
totski “gotovo sve” cˇlanove. Naime, mozˇe se pokazati da skoro svi prirodni brojevi
sadrzˇe odred¯enu znamenku i, sˇtoviˇse, skoro svi brojevi sadrzˇe unaprijed zadan niz
znamenki. Vrijedi slijedec´i teorem o kojem cˇitatelj mozˇe nac´i viˇse detalja u ([3]).
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Teorem 5. Neka je N (n) broj brojeva x ne vec´ih od n, koji u brojevnom zapisu
po bazi r ne sadrzˇe znamenku b. Tada
N (n)
n
→ 0 kada n→∞. (23)
Dokaz. Odaberimo proizvoljan n i neka je k takav da
rk−1 ≤ n < rk. (24)
Kako k-znamenkastih brojeva koji u bazi r ne sadrzˇe bilo koju od znamenki ima
najviˇse (r − 1)k (u slucˇaju nule), to je




≤ k (r − 1)
k
rk−1
≤ kr(r − 1
r
)k, (26)
sˇto tezˇi nuli kada n→∞.
2
Primijetimo da je izjava o nizovima znamenki sadrzˇana u prethodnom teoremu, jer
svaki niz znamenki mozˇemo smatrati znamenkom u nekoj bazi, kao na primjer niz
536 u decimalnom zapisu koji mozˇemo smatrati znamenkom u bazi r = 1000.
Na kraju recimo josˇ i da su gornja ogranicˇenja za sume Kempnerovih redova
prilicˇno slaba te da je njihova susˇtinska uloga bila samo da pokazˇu konvergenciju.
Sporost konvergencije onemoguc´ava direktno izracˇunavanje tocˇnih suma, no odgo-
varajuc´im transformacijama R. Baillie je pronasˇao metodu za precizno sumiranje,
te svoje rezultate objavio u radu ([5]). Sume Kempnerovih redova na pet decimala
prikazane su u Tablici 6..











Tablica 2: Sume Kempnerovih redova
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